Matematicas basicas

Productos Notables y Factorizacion
1.(a+b)(@-by=a%-n?
2.(x+a)(x+b)=x2+(a+b)x+ab
3.(atb)?=a%+2ab+b?
4. (atb)®=a%+3a% + 3ab?+ b®
5.(@a+b+c)?=a?+b?+c?+ 2ab + 2ac + 2bc
6. (a+ b+ c)®=a®+ bd+ c® +3a%h +3a%c +3ab? +3ac?+3b?c +3bc? +6abc
7. (@+ b + ¢ + d)? = a?+b%+c?+d?+2a(b+c+d)+2b(c+d)+2cd
8.(x+y+z+ . 2=+ Y +22+ . +20cy+xz+yz+..)
9. (a2 + ab + b?) (a2 - ab + b?) = (a* + a?h? + b*)
10. (a + b +c) (a® + b? + c?—ab —ac — bc) = a3 + b3+ ¢ - 3abc
11.(a+b+c)(b—-c-a)(c—a-b)(a-b-c)=a*+b*+c*2(b%c>+a%c?+a%?)
12. (x +a) (x + b) (x + ¢) = x3+ (a + b + c)x?+ (ab + bc + ca)x + abc
13.(@a+b)(b+c)(a+c)=(a+b+c)(bc+ac+ab)—abc
14. (8% + b?) (c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?
15. (@2 + b?) (c? + d?) = (ac + bd)? + (ad - bc)?
16. (a2 —b?) (c?— d?) = (ac + bd)? - (ad + bc)?
17. (@ - b?) (c? - d?) = (ac - bd)? - (ad - bc)?
18.-(b-c)(c-a)(a-b)=a%b-c)+b%c-a)+c*a-b)
19.-(b-c)(c-a)(@a-b)y(@a+b+c)=a(b-c)+ b3(c-a) +c3(a-b)
20.3(b-c)(c-a)(@a-b)=(b-c)®+(c—a)+(a-bh)
21.3@+b)(b+c)(@a+c)=(@+b+c)P-@+b*+cd)
22.(@a+b+c)(@a-b-c)=a?-b?-c?-2hc

1.a%2-b?=(a+b)(@a-h)
2.a%tb®=(atbh) (@®Fab+b?
3.a*-b*=(a-b)(@a+b)(@+b?
4.2+ b= (a2++2ab+b?) (a%-v2 ab + b?)
5. ax + by + bx + ay = (a+b) (x+y)
6.X°+ (a+b)x+ab=(x+a)(x+b)
7. ax? + bx + ¢ = a(X-X1)(X-X2); X1.X2 50N raices de la ecuacion
8. (@ b)?=(axh)’F4ab
9.a?+b%+c?=(a+b+c)?—2(ab + ac + bc)
10. (a + b)® - a® - b® = 3ab(a + b)
11. (a- b)*-a®+ b® = -3ab(a- b)
12.a"+b"= (@ + b) (@™ b% + a™2 b + a™3p%+ ... + a'h™? + a’h™?)
13.a" -b"=(a-h) (an-l BO + a2 pl + a™3p2+ ... + lb™2 + aobn-1)
Notar que en la Gltima igualdad, sib =1y a # I se tiene que
X" -1l=(X-1) (X" x4 L+ X+ X +])
Sin es par
X1 - yn = (X + y) (Xn-l - X2 y+ X3 y2 - x4 y3 + .- yn-l)
Sin es impar
Xn + yn = (X + y) (Xn-l - Xn-2 y + Xn-3 yz - Xn-4 y3 + .+ yn-l)
proposiciones
a). X" + a" (donde a es un ndmero real) no es divisible por x - a.
b). La diferencia de dos potencias iguales, x"- a", es divisible por x - a.
¢). La diferencia de dos potencias impares iguales, x>"** —a®*, no es
divisible por x + a.
d). La suma de dos potencias pares iguales, x" + a2, no es divisible por
x+a.

Divisibilidad entre x + a.

Un polinomio 4y’ . s lo divide.
enteF;o en x, P(x) DSy, T Ny =0

=ax" +...+ aX?

+ aX+ ap s 2x* —5x3 4+ 7x%2 —9x + 3 .

divisible si: i) ao 3 x=1

es maltiplo de a, i) 7 =3 (es exacta)

i) si se anulg, al i) 2(1)* = 5(1)% + 7(1)% — 9(1) +

sustituir en el, x 1=-2 . no lo divide.

por el simétrico
de a. Nota: la
condicion i) es
necesaria pero no

x5 +x*—5x3—7x+8

2 = - Tt
x+3

.8 )

i) 3= 2.66 (inexacta)

b)

.. no lo divide.

suficiente, ii).
Media aritméticaentreay b
(@a+b)/2
Media geométricaentreay b
(@a<b)/2

Teorema de Pitagoras

b 2+ =c?

E)

Ecuacion de primer grado: ax+b=0
Solucién (una, real) x=-b/a

Ecuacion de segundo grado: ax?+bx+c=0

—b + Vb2 — 4ac verificando que:
Y12 = 2a Xi*x;=cla

Xi+X =-b/a

Férmula general del binomio.

(x+a) = i :)x"
k=0

(xta)"= x"+ (711)

n
2

n n

ank
x"’1a1+( )x"’zazi-"i( )xza"’z+( )x1an—1ian

n-—2 n—-1
Expansion de una Suma
nx + nn—1)x? +

(1+x)":1+F 20

Expansion de Taylor
x x* x
X =1l+—+=—+=—+-,

TR TR TRSx<®

Para la extraccién de raices
a2

o = g G ) 4t G 1) G 2)
A+ =1+t Y T~ Y e 2t

a a*(m-1) a*(m-1)2m-1)
1/m — —_ _
a+a 1_*'m 2!m? + 3Im3

Progresiones
Aritméticas
a,=ap +d
Término enésimo
a, =a,+(n—1)d
Interpolacion de términos

a, =a,+(n—k)d

_b-a Sean losextremos ay b,y
Tm+1 el nimero de medios a
interpolar m.
Suma de los n primeros términos
(a1 + am)n
Sp=—"7—"—

Suma de dos términos equidistantes
ai+a=a+a,
Geométricas
apn=ap1°r
an = a1

Interpolacion de términos

m+1| ph
r= —
a

Suma de los n primeros términos

G g = (@r—a)
"o "o
Suma de los oo términos
Sop = 1
> =a-n para|r|<

Producto de dos términos equidistantes
dj*aj=ai *an
Producto de n términos equidistantes

P = i (al' an)n

Teorema de Pick
Sea un poligono simple cuyos vértices tienen coordenadas
enteras. Si B es el nimero de puntos enteros en el borde, |
el nimero de puntos enteros en el interior del poligono, :
entonces el area A del poligono se puede calcular con la 1=49  B-n1

Area = 49+(11/2)1

férmula:5:1+§—1 lses

Funciones pares e impares
Funcién par

f(x)=1()
Funcién impar
f()=-1(x
Exponentes y radicales

amam = am+n (am)n = amn (ab)n = anbn
a, a A o1
@ =5 ar = ¢ T

n n n n|Q r\l/a
a%:"\/amz(W)m ab = \/C_l\/l_l \E_T{/I;
VWa="Va

Logaritmos

10ga UV = l0ga U + l0ga v
loga u/V =loga U - l0ga v
loga U" =n loga u

log"a U = (loga U)"

log 10°=1log1=0

In x? = (In x)?
In(x+4)#Inx+1In4
In (x) /In (x3) =In (x) - In (x?)

loga[bc/d]" = n(logab + logaC - l0gad)

logl0=1

e®=1..In1=0 log x = logio X
el=e..Ine=1 In X = loge x

e =1/e" aras=erlnaeslnazerlna+slna
efes = s a'as = e(r+s) Ina — arts

/e’ =e™ Ina"=rina

(er)t =gt aXeX = eX In agX = X +xlIna

elnx =X, x>0 xa = ealnx

qt = gtlna 27 = g7In2

loga1=0 .. logaa=1
log (a-b) = log(a/e®)
logs a = logc a / logc b

y=e<x=Iny
y =e*es lainversadey = Inx
AT




Trigonométricas
Lineas Trigonométricas (circunferencia goniométrica)

cot
COS
<
-

Cuarto Cuadrante

CU R
NS

Segundo Cuadrante

Primer Cuadrante Tercer Cuadrante

Funciones de angulos particulares

0° | 90° | 180° | 270° | 30° | 45° | 60°
sen|o| 1 0 I R I ]
2 2 2
cos| 1| o | 1 o | B2 L
2 2 2
tan 0 0 0 -0 ? 1 V3
cot | o 0 -0 0 V3 1 ?
SeC| 1| w | -1 © ? Vil o2
CSC | w 1 © -1 2 vz 23£

Funciones de angulos simétricos

a) si el angulo “o” es agudo

sin (-A) =-sin A cot (-A) =-cot A
cos (-A) = cos A sec (-A) = secA
tan (-A) =-tan A csc (-A) =-csc A

b) Si el Angulo “a” es negativo no es agudo.

Si el angulo “a” es negativo, y la medida en valor absoluto es mayor que
90°; se suma con 360° para convertirlo en positivo y luego se aplica
alguna de las formulas anteriores, segun el cuadrante donde se ubique el
residuo de la division.

Funciones de angulos complementarios (cofunciones) (1er cuadrante)
sin (90 °- A) = cos A cot (90°-A) =tan A T
cos (90°- A) =sin A sec (90°- A) =csc A
tan (90°- A) = COt A csc (90°- A) =sec A

Funciones de angulos suplementarios (2do cuadrante)
sin (108°-A) = sinA cot (180°- A) =-cotA
cos (180°- A) = - cos A sec (180°- A) =-sec A
tan (180°- A) =-tan A csc (180°-A) = csc A

Funciones de angulos 3er cuadrante

sin (A-1809 =-sin A cot (A- 1809 = cotA
cos (A- 1809 = - coS A sec (A-1809 =-secA
tan (A- 1809 = tan A csc (A-1809 =-csc A

Funciones de angulos 4to cuadrante

sin (360°- A) =-sin A cot (360°- A) =-cotA
cos (360 °- A) = COS A sec (360°- A) = secA
tan (360°- A) = - tan A csc (360°- A) = -csc A

Funciones que difieren entre si en 90°

sin (90°+ A)= cos A cot (90°+ A) =-tan A
cos (90°+ A) =-sin A sec (90°+ A) =-csC A
tan (90°+ A) = - cot A csc (90°+ A) = secA

Funciones que difieren entre si 180°
sin (180°+ A) =-sin A
cos (180°+ A) =-cos A
tan (180°+ A) = tan A

cot (180°+ A)= cotA
sec (180°+ A) =-sec A
csc (180°+ A) =-csc A

Funciones que difieren entre si 270°
sin (270°+A) = - cos A
cos (270°+A) = sin A
tan (270°+A) = - cot A

cot (270°+A) = - tanA
sec (270°+A) = csc A
csc (270°+A) =-sec A

Funciones trigonométricas para angulos mayores que 360°

Se divide la medida del angulo “a” dado entre 360° y se toma como
medida equivalente el residuo de la division y luego segln el cuadrante
donde se ubique dicho residuo, se aplica la formula correspondiente.

Identidades
Reciprocas De Division Pitagoricas
sinBcscO =1 sin 6 sin?0 + cos?0 =1
cosOsecd =1 tanb =8 sec?0 =1+ tan’0
tan@cotd = 1 csc?20 =1+ cot?0
cos 6
cot = no

Suma y Resta de 2 Angulos
BH HE+EB _HE EB : B

sine+B) =4 =" ~a5*7E
7DG EB o

T AB" AB o
Como DG y AB pertenecen a tridngulos
diferentes multiplicamos por un lado en h\
comdn. e \
DG _DG AD DG AD _ \
AB ~AB AD ~ AD 4B - Smacosh

EB EB BD EB BD .
—=——=— —=cosasinf
AB AB BD B_D .AI_J .
Para la tangente, dividir los miembros de
la razén entre cos a cos 8
FORMULAS

sin(a £ B) = sina cosp + cosa sinf ot " g
cos(a + B) = cosa cosB F sina sinf ‘ “
tan(a + B) tan a * tanf
an(a =
- 1 ¥ tana tanf
cota cotp ¥ 1
ctg(a + =—
glatp) cota + cotf
* Para mas de 2 angulos, tomar conjuntos como un solo término y
desarrollar.

Razones de suma y resta de senos y cosenos
a+
sina +sinf tan %

sina — sin B _tan(a_ﬁ)
2

cosa + cosf a+pf a-p
= cot

cosa —cosf 2 2

Funciones de multiplos de A

sin2a = 2 sina cos a cos2a = cos’a — sin*a

N 2tan2a cos2a = 2 cos?a— 1
S = T an?a cos2a =1 -2 sina
ran 2 2tana 5 1—tan?a
an2q= ———— =—
1—tan’a 0S4 = T Ttan?a

sin3a = 3 sin a — 4sin a

) _ cota —tana cos3a =4cos®a—3cosa
cotZa = 2 tan 3 3tana
an 3¢ = —————
1-3tan?a

* Se puede generalizar por ejemplo sin 3A = sin (2A+A) y desarrollar para
obtener sin 3A =3 sin A—4sin® A

Funciones del &ngulo Ay A/2
sin a = 2sin(a/2) cos(a/2) cos a = cos?(a/2) — sin®(a/2)

2 tan (a/2)
1 — tan?(a/2)

2cos?(a/2) =1
tana = cos“(a/2) + cos a

2sin?(a/2) =1—cosa

1-cosa -1+V1 +tan?a
2 = I
tan®(a/2) = T — tan(@/2) = ——————
* Si A es agudo, utilizar (+) y si es
obtuso el (-)

Funciones del &ngulo A/2
donde s = semiperimetro y

R = (sfa)(s;b)(sfc)

Casol  Casoll
af,y  abty

A g, Casoll  CasoIV (ambiguo)
< . abc a.b.a
[e=p6-0 tan = =
a s—=b)(s—c an— =
in—= [———= 2 s-—a
sin be
B_|( )s—o) t K
s—a)(s—c¢ —-—=—
sins- = [——— anz s—b
ac
14 R
Y _ |s—a)(s—Db) tan5=s_c
sin; = b
a—-p (a—b)tan(a;lg)
tan =<
2 a+b

Funciones trigonométricas en funcién de la tangente del &ngulo mitad
(usadas para integrar)

sing = 2 tan(a/2) cosd = 1 —tan?(a/2) tand = 2tan(a/2)
1 + tan?(a/2) 1 + tan?(a/2) 1 — tan?(a/2)
Sin2a=ﬂ cosZac=m tan2a=ﬂ
1+tan’a 1+tanZa 1—tanZa

Funciones trigonométricas en funcion del coseno del angulo doble
(usadas para integrar)

. 1—cos2a 1+ cos2a ¢ _ |1 —cos2a
sina = 5 cosa = 5 ana = 1+ cos2a
_a  [1—cosa a  |1+cosa ¢ a |1-cosa
2= 2 S2T T 2 M7= T+ cosa

Sumas y restas en productos

sin A +sin B = 2 sin %2 (A+B) cos ¥ (A-B)
sin A —sin B = 2 sin %2 (A-B) cos %2 (A+B)
cos A + cos B =2 cos ¥z (A+B) cos 2 (A-B)
cos A - cos B =-2 sin % (A+B) sin ¥ (A-B)
cos B —cos A = 2 sin %2 (A+B) sin %2 (A-B)

Sumas y restas en cocientes

tan A + tan B = sin (A+B) / cos A cos B
tan A - tan B = sin (A-B) / cos A cos B
cot A+ cot B =sin (A+B) /sin Asin B
cot A - cot B =sin (B-A) / sin Asin B



Productos en sumas y restas

cos A sin B = %[sin(A+ B)- sin(A - B)]
sin A cos B = %[sin(A - B)+sin(A+B)]
sin A sin B = %[cos(A - B)- cos(A+B)]
cos A cos B = %[cos(A - B)+cos(A+B)]

Funciones Trigonométricas Inversas

sin"la = cos™1y/1 —a?

s
sin"la ==—cos™?!

a
%

cos™la =sin"ty/1 —a? cosla = 3 sin"ta
a I3

tan"la = sinT! — tan"la ==—cotla
V1+a? 2

Sumas y restas de Funciones Trigonométricas Inversas
sin"*a + sin™! § = sin™t (a\/ 1-p24+pV1— az)
cos™ta 4+ cos™tp =cos7?! (aB FJA—-a?)(1 - ﬁz))

atp

tan"la +tan"!f = —
- g 1+ap

Teorema de los Senos
a b c

sina ~ sinf ~ siny
Teorema de los Cosenos
a?="hb? + ¢?— 2bc cos A

b? =a?+ ¢ - 2ac cos B
c®=a?+h?—-2abcosC

Teorema de las Tangentes

1
a—b _sinA—sinB tanE(A -B)
a+b  sinA+sinB

tan%(A+B)
a—c tan%(A—C)
a+b

tan%(A+B)
b—c tan%(B—C)
b+c

tan%(B +C)

Caso ambiguo: Conocidos dos lados a y b, y el dngulo opuesto a uno de
ellos.

I A es obtuso.- Hay una solucién y solo es posible para a>b; si A es
obtuso, B debe ser agudo.

I1 A es agudo.- B puede ser agudo, recto u obtuso.

a > b; hay una solucion

1 A>90° <a = b; no hay solucién
< b; no hay solucién
a>b; hay una solucion

Il A<90° | a=b; hay una solucién

a > b sin A; hay dos soluciones (B y
a<b B’ son suplementarios)

a =b sin A; hay una sola solucion

a < bsin A; no hay solucién

Seno, Coseno y Tangente de los semiangulos, donde s es el
semiperimetro. (Férmula de Briggs)

(s—b)(s—c) X _NE=—a)(s—0)
e sin(f/2) = T

\s(s—=b)
ac

(s—a)(s—c)
s(s—=b)

Jis—a)s—b)
ab

sin(a/2) =
cos(a/2) = %
(s=b)(s—¢)

s(s—a)

sin(y/2) =
Js(s—=c¢)
ab
(s—a)(s—b)

s(s—c¢)

cos(B/2) = cos(y/2) =

tg(a/2) = tg(B/2) = tg(y/2) =
Triangulo y la circunferencia circunscrita

a b c

T sina sinf siny

Radio de la circunferencia circunscrita
abc abc

R=—-=
45 4 fs(s—a)(s—b)(s—c)
Superficie del triangulo inscrito
_abc s= S
S=R 2R

donde s = semiperimetro

Radio de la circunferencia inscrita

/ JE—a)(s=b)(s—o0)
p=¥P VY
A N
Superficie del triangulo circunscrito
r(a+b+c)
=————=rs

donde s = semiperimetro

B
u e

Superficie del triangulo rectangulo
c? c? a? b? a? b?
S = TsinZa = ZsinZﬁ = 7tanﬁ = 7tana = 7cota = 7cotﬁ

ab . . avc? —a?  bVc? - b?
S= X aplicando el teorema de Pitagoras S = — =
Superficie del triangulo oblicuangulo

S=YabsinC = Y%acsinB = Y% bcsinA

a?sinBsinC  b%sinAsinC c?sinAsinB
~  2sind ~ 2sinB  2sinC

Formula de Herén
S=,s(s—a)(s—b)(s—c) donde s = semiperimetro
Altura de un tridngulo
; . s—a)s—b)(s—c) 25
a

c b a

g a

Bisectriz
B bc CsinA
AD = BD = —
i atc . sina
Propiedad de la bisectriz
AD ¢
DC a

Poligono inscrito en la circunferencia

S=Nr?cos Asin B
-.As‘

donde N es nim. de lados

S=Nr? %sin 2A _ 360°

2N

A =90°

Superficie de un cuadrilatero

[ AC BD

B T

Relaciones entre funciones trigonométricas y exponenciales
Forma de Euler e = cos6 + isend

] ol _ g—if elf 4 o=i0
sin@ = - cos B =
2i
et _ o=if elf 4 g=i0
tan 0 = ——————— cotf =i ———z"
l(elﬂ + e—ze) (elﬂ — e—lﬂ)
o 2 0 2i
secd = ———— cscd = — -
eze+e—19 919_9—19

GEOMETRIA ANALITICA

Distancia entre dos puntos.

d =10z —x1)? + (¥, —y1)?
Coordenadas del punto medio.

_xtx _nhty
1772 y=22
Area de un poligono.
X1 Y1
X2 Y2
A=1/2|x3 Y3 A=% (X1y2+X2y3+... - X1y3- X2y1...)
Xn Yn
La Linea Recta
Pendiente
m=222-tang  paraxi=x
xX1-Xx2
LiLlL, < mp-mp=-1

Forma punto-pendiente.
Y= =m(x__x1)
Forma pendiente-ordenada
y=mx+b
Forma dos puntos
_ (V2= N _
yon= (fmy) e
Forma dos puntos con determinantes
Xy
L=X1  Y1|= Xy1+ Xayz2 + Xay — Xy2 — Xay1— X1y =0
X2 Y2 | = X(Y1-Y2) +Y(Xa- X1) + Xay2- Xoy1= 0
Xy

Forma general
AX+By+C=0

Forma normal
XCos w+ysinw—p=0




donde pes la longitud de la
recta normal trazada del
origen a la recta {, con la que
es perpendicular.

Reduccion de la forma general Ax + By + C =0 a la forma normal x
cosw+ysinw—p=0.

Ax+By+C 0

+VA? + B?
El signo del radical se selecciona de acuerdo a:

1.si C #0, el radical es de signo contrario a C.
2.siC=0yB =0, el radical y B tienen el mismo signo.
3.siC=B=0yA=0, el radical y A tienen el mismo signo.

3x-4y-24 p= 2415
Exe. 3x-4y-24=0 = ———= w=306° 52" 12"
Angulo de 1; a 1,.
m; —my
tan = ——
1+ m;m,

i para mymy=- 1

1
Criterios para determinar myy mz
Si ambas son del mismo signo, m, es la mayor en valor absoluto.
Si son de signo contrario, m; es la negativa.

Distancia de P(x;,y1) a la recta Ax + By + C = 0.
d= |Ax; + By, + C|

VAT B

Distancia de un punto P(x;,y1) a la recta y = mx+b

¥

me d= |mx; — y1 + bl

vm? +1

|y —mx; — b|

vm? +1

Distancia del origen a la recta y = mx+b.

-b
d= ———
+Vvm? +1

Pendiente de la recta y = mx + b que pasa por la interseccion de las
rectasy = mix + b1y y = max + bz,
m b
m; by
m; b,
m b

d=

=0

Punto Trilineal.

R : i
% Circuncentro

‘Clrcunmen’cla : Circunferencia con centro | y radio Distancia[l , b]

Tru;neal[A, B, C, cos(Angulo[B, A, C]), cos(Angulo[A, B, CJ), cos(AngulofA, C, B])]

Las distancias del punto trilineal a los lados a, b y c del triangulo ABC
seran ([kul , [kvl , [kw|) siendo k = 22reat45C)

autbytcw
Punto u v w
A 1 0 0
B 0 1 0
C 0 0 1
Cincuncentro cos A cos B cos C
Incentro 1 1 1
Baricentro l/a 1/b l/c
Ortocentro cos B cos C cos A cos C cos A cos B
Ecuacion de la bisectriz.
. S Li=Ax+By+C=0
" % & L= A +B'y+C'=0
L ~4 L e L= A"X+B"y+C"=0
¥,
; A"x+B"y+C"  Ax+By+C
1 i\/(A”)Z + (Bu)z i\/AZ + B2
; Ax+By+C A'x+By+C
¥ 1JAZ+B? + /A% + (B)?
; A"x+B'"y+C" A'x+By+C
5.

P EY 07+ 6P

Interseccion de las bisectrices (Incentro)
Si los vértices tienen coordenadas (Xa,Ya), (Xo,Yb), ¥ (Xc,Yc), Y SUS respectivos
lados opuestos tienen longitudes a, b, c, el incentro tiene coordenadas:

(axa+bxb+cxc aya+byb+cyc) _
a+b+c " a+b+c

(x0Ya) + (e, ¥e)

c
Coy) + e

a
a+b+c a+b+c

Las coordenadas trilineales (u,v,w) del incentroson 1:1: 1.
Las coordenadas baricéntricas del incentrosona: b : c.

Ecuacion de la mediatriz.

A (Xa, Ya)
Li»y—w=

—(x — x,)

Mpq

Ja=x)?2+ -y = JEx -2+ (- y,)?

Interseccion de las mediatrices (Circuncentro)
Situado en el plano, obtener dos ecuaciones y resolver el sistema

2X (x2=X1) + 2y (Y2~ Y1) + (x2- Xo* + yi2-%2) = 0

A .

c B

é - =+

it ¥

En un triangulo rectangulo, el circuncentro coincide con el punto medio de

la hipotenusa.

Interseccion de las medianas. (Baricentro, Centroide o centro de

gravedad)

Coordenadas del baricentro

A(x1,¥1), B(x2,¥2), C(Xs,y3)

h BG=2GA

G(x1+x2+x3 Y1ty +J’3)

3 ’ 3

Interseccion de las alturas (Ortocentro)
c

b

T8

c

El ortocentro es el icentro del tridngulo drtico abc

Situado en el plano, obtener dos ecuaciones y resolver el sistema

(comprobar el dltimo signo)

(X2 = X)X + (Y2~ Yo)y - (X2- X0)Xa - (Y2~ y1)ys=0

Circunferencia de los nueve puntos.

A 7 ] B

Circunferencia que se puede construir sobre
cualquier triangulo dado. Su nombre deriva del
hecho que la circunferencia pasa por nueve
puntos notables, seis de ellos sobre el mismo
tridngulo (salvo que el triangulo sea
obtusangulo). Estos son:

El punto medio de cada lado del triangulo, los
pies de las alturas, los puntos medios de los
segmentos determinados por el ortocentro y
los vértices del tridngulo.

Consideremos las alturas del triangulo ABC:
AE, BG y CJ. El triangulo GEJ es el triangulo
értico del triangulo ABC, y el punto I es el
ortocentro del tridngulo ABC. Las alturas de
este, son las bisectrices de los angulos internos
de aquel. Los lados del triangulo ABC son las
bisectrices exteriores del tridngulo GEJ. Las
bisectrices del &ngulo JGE cortan a la
mediatriz del lado opuesto, EJ en los puntos F
y N que se hallan sobre la circunferencia
circunscrita c. Observemos que los triangulos
ACJ y ACE son rectangulos teniendo ambos al
lado AC como hipotenusa. Se sigue que los
cuatro puntos A, C, E y J son conciclicos y el
centro de la circunferencia que los contiene se
halla sobre la interseccidn de la hipotenusa AC

con la mediatriz del segmento EJ, esto es, el
punto N. Se sigue que N es punto medio del
segmento AC.

De modo semejante, los triangulos EIB y JIB
son rectangulos compartiendo la hipotenusa
IB. Por lo tanto, los puntos E, I, J y B son
conciclicos y el centro de la circunferencia que
los contiene se halla sobre la interseccion de la
hipotenusa IB con la mediatriz del segmento
EJ, esto es el punto F. De igual modo, se
demuestra que los puntos M y P son los puntos
medios de los lados AB y BC respectivamente.
De forma anéloga, se demuestra que los puntos
D y H son puntos medios de los segmentos Al
y ClI respectivamente.

Punto de interseccion de dos rectas.




ax+by=c
@ xX+by =c
¢t by
X = C; by — Cihy-coby
ai bl ai bz -ap b1
az bz
a C
_ |8 C | _ a@C-aC
y= a bl - albz'azbl
ax bz
Punto de interseccién de 3 rectas
y=mx+ b1 b1
y=mxX+ bz bz =0
y=ms + b3 b3
by

Tangente y normal a una curva.

TP1= longitud de la tangente
QT= longitud de la subtangente
P;N= longitud de la normal

QN-=longitud de la subnormal
m,= pendiente de la tangente
Y1

PN =y, |[1+m?

La Circunferencia

Ecuacion ordinaria de la circunferencia

(x-h)? + (y-k)? = r*

Ecuacion de la tangente a la circunferencia con centro (0,0) en el

punto (X1,y1)

XX1+ yyl =

Ecuacion general

rZ

X2+ y2- 2hx — 2ky + h2+ k2- r?=0
X*+y?+Dx+Ey+F=0
D=-2h, E=-2k, F=h?+k:—r?

Radio

r= |x¢+y¢-F

2= (=h)* + (k)2 = F

Coordenadas del centro
h=-D/2

k=-E2

Tangente T en el punto Py (X1,y1)

Longitud de la tangente de un punto a una circunferencia.

2 Ty — _
_r (x — h)(x, h)+k

y—k

t Rixy)

T t*= (i, —h)?+ (- k)>—r?

t?=x2+y?+Dx, +Ey, +F

La Parabola
Ecuacion de la parabola con vértice en el origen.
¥e= dpx
p=0

3= dpx

directriz x=-p
LR = |4p|
V(0,0)

F(p.0)

directrizy=-p
LR = |4p|
V(0,0

FO.n)

Ecuacion de la parabola con vértice en (h , k)
(y-k)* = 4p(x-h)  V(hK)

F(h+p,k)

directriz x=h-p

Y oF

P =4p0-k) V(hik)
F(h, k+p)
directrizy = k-p

Ecuacion general de la parabola.
x2-2hx-4py+h+4pk = 0
AX2+Dx+Ey+F =0

A = coeficiente de x2

D=-2h, E=-4p, F=h2+4pk

Cy’+Dx+Ey+F=0
C = coeficiente de y?
D=-4p, E=-2k, F=Kk?+4ph

Para la parabola y = ax*+bx+c
si a>0, abre hacia arriba y tiene un minimo de (c- b%/4a) cuando x=-b/2a
si a<0, abre hacia abajo y tiene un maximo de (c-b%4a) cuando x=-b/2a

Méaximo y minimo del trinomio y = ax? + bx + ¢

1 Si a>0, tiene un min.

4ac — b?
11 Si a<0, tiene un max. =

b
n x=—— Yysuvalores =
2a y i 4a

Ecuacion de la recta tangente a la parabola y?=4px en P1(x4,y:) de la
curvaes Yy = 2p(X+xa).
Ecuacion de la recta tangente a la parabola x>=4py en P1(x1,y:) de la
curvaes Xix = 2p(y+ys).
Ecuacion de la recta tangente a y? = 4px que tiene pendiente m, es

y = mx + p/m, si m=0.
Ecuacion de la recta tangente a x? = 4py que tiene pendiente m, es

y =mx-m?p, si mz0.
Ecuacion de la tangente a la parabola que pasa por Pi(xy,y1).

Y -y1= m(X-X1) ()] Sustituir y de (1) en (2). Reducir a la
y2+Dx+Ey+F=0 (2) forma (3). Aplicar b’>-4ac=0 a (3).
ax’+bx+c=0 3) Reducir y encontrar el valor de m.
Sustituir my, en (1).

Tangente T en Py (X3,y1) con vértice (Xo,Yo)
_ 2(y; — yo)(x — x1) 4
y= X, — X, 1
Determinacion de la altura del foco dados la abertura D y la
profundidad a de la parabola.
h=D?/(16a)

La Elipse
Ecuacion normal de la elipse (a>b)
(0,0

-a,0) i bl ‘
Fl-cm Fie0)

directriz == - ale directriz x= aje

&70,-b)
PF+PF'=2a
a?=b? + c?
LR = 2b%a
Excentricidad
e=ca c<a
Directriz
Xx= tale=zxa%c

0<e<l

Ecuacion reducida (eje horizontal)

X2 yZ
2Tt
De eje vertical
2 2
y X
2tp=!

De eje horizontal y centro (h,k)
(x-h?> @-k?
e T =1

aZ
AX+By?+Cx+Dy+E=0
Interseccion de los ejes en el origen
xZ yZ
F + ﬁ —-1=0

La Hipérbola

c¢?=a?+bp?
LR = 2b%a

Excentricidad
e=cla c>a e>1]



Ecuacién reducida (eje horizontal)
F(0,-c¢) y F(0,c)

Asintotas

_+b
y=3I,x

Ecuacion reducida (eje vertical)
2 2
y X
—-==1
a b?
Asintotas

y_b

Horizontal con centro en (h,k)
(x-h? -k?’
T ez b
AX2+By’+Cx+Dy+E=0
donde Ay B tienen signos opuestos

=1

Hipérbola Equilatera
x2 — yz = q?
Asintotas

y==*Xx
Excentricidad

e=1V2

Sumatorias

Teoremas
n

Zc =Mn-m+1)c
n i=m n
Dtatb) = Zal £ b
i=m i=m i=m

Expansiones y Formulas de sumatorias
Expansion de Taylor e=1 + x/1! +x2/2! +x%/3/ + ...
Expansion de Suma (1+x)"=1 + nx/1! + n(n-1)x%/2! + ...-c0<X<w0

z”: 2= M D@+ 1)

6
= _n(n+1)Z
;"3—[ 2 ]
= o= M D@+ DGR+ 30— 1)
Z - 30

n
Z 2k=nn+1)
k=1

Z 4k = 2n(n+1)
k=1

Z(4k -1 = n@n+1)
k=1

Z(Zk —=n?
k=1

Zk(k+1)=%n(n+1)(n+2)
i n

_1k(k+1)= n+1

Zq:k (q+p)(q p+1)

k=p

DERIVADAS

Sean U, V y W, funciones derivables de x y C una constante

d(U+V+W)—dU+dV+dW
dx - Tdx  Tdx T dx

d CU—CdU
dx( )= dx

d (UV)—Vd U+Ud 4
dx T dx dx

d wvw) = VWd U+ uw d V+UVd w
dx - dx dx dx

d d
— Ut =nU"— U
dx

dx
d d
du (vgu-ugy)
dx v - V2
d
i\/— d _axY

— U = &
dx 2\/_ dx 2T

d d 1d
—Rum = E”,lum—n_U — E(Um—n);_u
dx n dx n dx

Funciones Trigonométricas

d
—sinU =cosU —U

dx dx
U= inU d U
Iy CosU = —sinU -
d tanU = 2y d U
prany = sec? U -
d tU = 2Uu d U
gy ooty = —esct U —
d U= UtanU d U
Jpsecy =secUtanl —
d U= UcotU d U
ZyescU = —cscUcotlU —
d 1 _d,
dxsm T V1= dx
d . L d,
VT T ATz dx
d ran-1U = 1 d U
dx an T 1402 dx
d -1y = 1 d U
dxco T 14U% dx
Ly L d
e =T i
Ly 1 d
2xCSC = &
—sin™" U =nsin™* UcosU iU
dx dx
—cos" U =-ncos™ 1 UsinU iU
dx dx

d d
—tan™ U = ntan™ U sec’ U —U
dx dx

d d
—cot®U = —ncot™ U csc? U —U
dx dx
d ny = "UtanU d U

I Sec"U = nsec"UtanU ——

d ny " U cotU d U
—csc"U = —ncsc"UcotU —
dx dx

Funciones Logaritmicas y Exponenciales

d 1d

| -
o=l



dl U= d

dx %" T Una dx

d log,U = 1l d U

dx 097 T [ t09a gy

d ] Ul = d

dx 09Ul = Ulna dx

S al= gV il

dxa a lnade
Ea""zna""lna

d d

L= vl

dxe ¢ de

d 1

- = _ x

dx\/e_ Zx/e_

d

Exe"z e*(1+x)

d d d
S ov v-1 % 1 v &
de Vu de+ nU (U de)
—Inx™ = n

dx x

d 1 d
a]l’l\/_= ﬁal/

d
aln(lix}= T+x

Ecuacion generalde | Ay2 | Byz +Dx+Ey+F =0

la circunferencia

Centro de la D E

circunferencia h=-— Kk=-——

(h, K 2A 2A

Radio de la 1 5 5

circunferencia r=— /D +E° -4AF
2A

Condicion para que D2+E?—-4AF >0

sea una

circunferencia




